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[bookmark: _Toc136119443]Введение

Преддипломная практика является составной частью образовательной программы 01.03.01 «Математика».
Преддипломная практика проводится после освоения студентами программы теоретического и практического обучения и выбора темы выпускной квалификационной работы на 5 курсе с целью сбора, анализа и обобщения материала для выполнения выпускной квалификационной работы (ВКР), приобретения выпускниками профессионального опыта, совершенствования компетенций, полученных в процессе обучения. 
Основной задачей преддипломной практики являются сбор и обработка фактического материала для написания ВКР, в том числе:
· развитие и закрепление практических навыков выполнения анализа предметной области; 
· проверка актуальности темы выпускной квалификационной работы; 
· сбор и обработка аналитических данных по теме ВКР; 
· практическая реализация методов решения проблемы ВКР; 
· развитие практических навыков оформления отчетов о проделанной работе; 
· развитие интереса к научно-исследовательской деятельности.
[bookmark: _Hlk135831534]Целью данной работы изучить проблематику задач и методов аналитической теории чисел 
В отдельный раздел теории чисел могут выделяться задачи, предметом которых являются диофантовы приближения (алгебраических и трансцендентных чисел рациональными числами), теорию трансцендентных чисел, геометрическую теорию чисел.

[bookmark: _Toc70674717][bookmark: _Toc136119444]1. Задачи и методы теории чисел
 будет обозначать натуральные числа. Арифметическая функция f — это
комплекснозначная функция, определенная на натуральных числах . Такая
функция f называется аддитивной функцией, если
                                                                                         (1.1)
всякий раз, когда m и n взаимно просты. Если (1.1) справедливо для всех m, n, то f называется полностью аддитивным. Мультипликативная функция — это арифметическая функция f, удовлетворяющая f (1) = 1 и
                                                                                                                                        
всякий раз, когда m и n взаимно просты. Если (1.2) справедливо для всех m, n, то f
называется полностью мультипликативнымОбозначение (m, n) будет часто использоваться для обозначения наибольшего общего делителя m и n.
Таким образом, (m, n) =1 тогда и только тогда, когда m и n взаимно просты.
Пусть ν(n) обозначает число различных простых делителей числа n. Пусть
Ω(n) - число простых делителей числа n, подсчитанное с кратностью. Тогда ν и Ω являются примерами аддитивных функций. Более того, Ω
полностью аддитивен, тогда как ν - нет.
Пусть s ∈  рассмотрим функции-делители
1. Арифметические функции



где суммирование производится по степеням sth положительных делителей n. Частный случай s = 0 дает число делителей n,
обычно обозначаемое d(n). Нетрудно увидеть, что для каждого s ∈ C,
 - мультипликативная функция, которая не является полностью мультипликативной. У нас также есть тенденция использовать букву p для обозначения простого числа.
Важной мультипликативной функцией является функция Мебиуса, определяемая
Как                        если n не имеет квадрата,
в противном случае 0.
Мы устанавливаем .
Конечная функция Эйлера, заданная

это еще одна хорошо известная мультипликативная функция, которая перечисляет
количество классов взаимно простых вычетов (n).
Функция фон Мангольдта, определяемая  и
                     для некоторого α ≥ 1, а p простое число
0 в противном случае,
не является ни аддитивным, ни мультипликативным. Тем не менее, он играет центральную роль в изучении распределения простых чисел.
Формула инверсии Мебиуса и ее приложения
Упражнение 1.1.1 Докажите, что

в противном случае 0.

1. Арифметические функции
Упражнение 1.1.7 показывает, что

1, если n не имеет квадрата, в противном случае 0.

Упражнение 1.1.8 Показывает, что для любого натурального числа k,

1, если n является k-м по мощности, в противном случае 0.

Упражнение 1.1.9, если для всех положительных x,

показать, что


и наоборот.
Упражнение 1.1.10 Предположим, что



где  обозначает количество разложений k на множители как произведение трех
чисел. Покажите, что если



и наоборот.
Упражнение 1.1.11 Пусть  обозначает функцию Лиувилля, заданную через               
, где Ω(n) - общее число (считая кратность) простых
множителей n. Показывать, что

1, если n - квадрат, в противном случае 0


[bookmark: _Toc70674722][bookmark: _Toc136119445]2.  История возникновения теории чисел
Простые числа в арифметических прогрессиях
В 1837 году Дирихле с помощью остроумного аналитического метода доказал, что существует
бесконечно много простых чисел в арифметической прогрессии
a, a + q, a + 2q, a + 3q, ...
в котором a и q не имеют общего множителя, а q является простым числом. Общий
случай для произвольного q был завершен им только позже, в 1840 году, когда
он закончил доказывать свою знаменитую формулу числа классов. На
самом деле, многие придерживаются мнения, что предмет аналитической теории чисел
начинается с этих двух статей. Также точно будет сказать, что
здесь начинается теория характеров конечных абелевых групп.
В этой главе мы выведем теорему Дирихле, не совсем следуя его подходу, но, по крайней мере, изначально прослеживая его вдохновение.
Математический анализ можно назвать математикой непрерывно изменяющихся величин; поэтому на первый взгляд может показаться странным, что при решении чисто теоретико-числовых задач такая математика может быть полезной. Первым, кто стал систематически использовать весьма мощные аналитические методы в арифметике, был П.Дирихле (1805–1859). Исходя из свойств «рядов Дирихле»



рассматриваемых как функции переменной s, он показал, что если НОД  то существует бесконечно много простых чисел вида p є a (m) (таким образом, существует бесконечно много простых чисел вида , а также бесконечно много простых чисел вида 4k + 3). Частный случай ряда Дирихле 1 + 2–s + 3–s +... получил название дзета-функция Римана z (s) в честь Б.Римана (1826–1866), который исследовал ее свойства при комплексном s, чтобы проанализировать распределение простых чисел. Задача состоит в следующем: если p (x) обозначает число простых чисел, не превышающих x, то как велико значение p (x) при больших значениях x? В 1798 А.Лежандр высказал предположение, согласно которому отношение p(x) к x/log x (где логарифм берется по основанию e) приближенно равно 1 и с возрастанием x стремится к 1. Частичный результат был получен в 1851 П.Л.Чебышёвым (1821–1894), но полностью гипотеза Лежандра, т.н. «теорема о простых числах», была доказана лишь в 1896 с помощью методов, основанных на работе Римана (независимо Ж.Адамаром и Ш. де ла Валле Пуссеном). В 20 в. в области аналитической теории чисел было сделано немало, однако многие, казалось бы, легкие вопросы относительно простых чисел по-прежнему остаются без ответа. Например, поныне неизвестно, существует ли бесконечно много «пар простых чисел», т.е. пар последовательных простых чисел, таких, как 101 и 103. Существует еще одна до сих пор недоказанная гипотеза Римана, она касается комплексных чисел, являющихся нулями дзета-функции, и занимает настолько важное место во всей теории, что многие доказанные и опубликованные теоремы содержат слова «Если гипотеза Римана верна, то...».
Аналитические методы широко применяются и в аддитивной теории чисел, занимающейся представлениями чисел в виде сумм определенного вида. Аналитические методы были существенно использованы Гильбертом в его решении проблемы Варинга, о которой упоминалось выше. Попытки придать теореме Гильберта количественный характер с помощью оценки числа k-х степеней, необходимых для представления всех целых чисел, привели в 1920-х и 1930-х годах Г.Харди и Дж.Литлвуда к созданию кругового метода, усовершенствованного далее И.М.Виноградовым (1891–1983). Эти методы нашли применение в аддитивной теории простых чисел, например, при доказательстве теоремы Виноградова о том, что каждое достаточно большое нечетное число.
В 1918–1920 гг. Иван Матвеевич работает в Перми сначала доцентом, а потом профессором Пермского государственного университета. В конце 1920 года возвращается в Петроград и становится профессором Политехнического института, а несколько позднее — профессором Петроградского государственного университета.
В Политехническом институте Виноградов читает оригинально построенный курс высшей математики, а в университете — курс теории чисел, на базе которого возник известный его учебник «Основы теории чисел». При очень небольшом объеме он не только знакомит читателя с элементами теории чисел, начиная с основ — с определения делимости целого числа на другое, но и содержит задачи (с указанными путями решения), которые вплотную подводят к сложным вопросам современной науки.
Научная деятельность И. М. Виноградова сосредоточена главным образом на аналитической теории чисел, в которую он ввел совершенно новые методы исследований, позволившие этой отрасли математики получить в дальнейшем очень широкое развитие. Его книга «Новый метод в аналитической теории чисел» удостоена Государственной премии первой степени. В методе, развиваемом Виноградовым в этой книге, используются весьма деликатные математические понятия, и он труднодоступен для лиц, не обладающих специальными знаниями, но результаты применения этого метода представляют интерес даже для школьников.
Виноградов применил свой метод к решению двух исторических проблем, одна из которых носит название «проблемы Варинга», а другая — «проблемы Гольдбаха», над решением которых безуспешно трудились уже около двух столетий самые крупные математики. Метод Виноградова дал блестящие результаты.


[bookmark: _Toc68376023][bookmark: _Toc70674725][bookmark: _Toc136119446]3. Ряды Дирихле
Определение 1. Ряды вида  , где    – комплексное переменное,   – некоторые числовые коэффициенты, зависящие только от n, называются рядами Дирихле.
Примеры. 
[bookmark: _Hlk104411457]1) Простейшим рядом Дирихле является  – функция Римана.
     ,   ;   
2)  . где - число натуральныхделителей n, этот ряд
сходится при   (см. задачу №16 в конце этой главы);
3)  , где  - функция Мебиуса:

Числа вида  где   – различные простые числа, называются бесквадратными.
Напр.,  ,   ,    ,   ,   ,   ,   .
Данный ряд также сходится при ;
4)   ; ряд сходится при   ;
5) L – функции Дирихле,    , .
Теория рядов Дирихле имеет весьма важное значение в аналитической теории чисел. Ниже приводятся некоторые сведения из этой теории.
Прежде всего мы выясним вопрос об области сходимости таких рядов; во всех приведенных примерах областью сходимости являлась полуплоскость. Оказывается, это не случайно, как показывает следующая теорема.
Теорема 1. Пусть ряд  сходится. Тогда и ряд   сходится равномернов каждой замкнутой области, целиком лежащей в области    ,   – постоянное;
2) функция  аналитична при   
Доказательство проводится на основе общего принципа Коши равномерной сходимости ряда: для данного  докажем существование такого  , что если М,   , то     (где   вместе с  – как угодно малое положительное число) для всех S из области   
1. Пусть M, N – пока неопределенные натуральные числа. Имеем:

Применяем лемму 1 из предыдущего параграфа, полагая
,       и заменяя числа   на  

В силу сходимости ряда  для данного  существует такое    , что при любых М,   выполняется неравенство

Следовательно, при М,  имеем 

т.к. . Поскольку , то отсюда получаем:

для всех  ,   .  

Т.к.  – фиксированное число, то  вместе с  может быть сделано 
как угодно малым; отсюда вытекает равномерная сходимость ряда.
1. Аналитичность функции  в указанной области следует 
из теоремы Вайерштрасса. Отсюда следует также 
аналитичностьв полуплоскости  , т.к. каждая 
точка при   является внутренней точкой данной области 
при достаточно малом .
2. Для области сходимости рядов Дирихле  возможны 3 случая:
1) Ряд сходится при любом S, как например    ,
2) Ряд расходится при любом S, напр.,   ,
3) Существуют как значения S, при которых ряд сходится, так и значения S, при которых ряд расходится; так, ряд  расходится, например, на прямой   и сходится на любой прямой   . Легко видеть, что в случае 3 областью сходимости является некоторая полуплоскость.
Действительно, разобьем множество всех   на 2 класса: в первый класс отнесем все такие   , что при   ряд сходится; во второй класс – все остальные значения . По теореме 1  любое число из первого класса лежит правее любого числа из второго класса. В силу непрерывности множества действительных чисел существует пограничное число  , такое, что ряд сходится при всех  и расходится при всех .
Число является абсциссой сходимости ряда.
Как видно из предыдущих примеров,  может равняться также и . 
Вопрос о сходимости ряда на само прямой  остается открытым (аналогия с рядами Тейлора, сходимость которых на границе области сходимости также требует дополнительных исследований).
 Абсцисса сходимости  ряда  называется абсциссой абсолютной сходимости.
Ясно, что областью абсолютной сходимости также является некоторая полуплоскость.
Оказывается, в отличие от степенных рядов абсциссы сходимости  и   могут и не совпадать. Напр., при    имеем  ,   .
Т.о., существует полоса условной сходимости   , ширина которой может равняться 1. Легко показать, что во всех случаях   . В самом деле, пусть ряд   сходится: тогда числа   остаются ограниченными при   . Поэтому ряд    абсолютно сходится при любом   ; значит   .
3. Выясним достаточные условия, при которых абсцисса сходимости является особой точкой.
Теорема 2. (Э.Ландау). Пусть  – абсцисса сходимости ряда    ,  – конечно,   для всех n. Тогда   есть особая точка функции   .
По теореме 1 функция   аналитична в области   , поэтому ее можно дифференцировать (и притом сколько угодно раз); полученные при этом ряды равномерно сходятся и представляют собой аналитические функции  
 ,  
Пусть  ; разлагаем функцию   по степеням   в окрестности это точки :

Радиус сходимости этого ряда R по крайней мере не меньше, чем   (т.к. функция аналитична в области   ).
Предположим теперь, что   – также точка аналитичности; тогда  попадает внутрь круга сходимости (с центром в точке  ) и, следовательно, найдется такое   , что данный ряд будет сходиться при :

Члены полученного сходящегося двойного ряда положительны. Поэтому можно менять порядок суммирования:

Т.о, при сделанном предположении последни ряд сходится, хотя  ; это противоречит определению абсциссы сходимости .
Характер   называется комплексным, если он хотя бы для одного n принимает комплексные значения; в противном случае характер называется действительным.
Действительный характер (для  ) может принимать только два значения:   . Отсюда следует, что  – действительный характер, если   (  – главный характер) и комплексный, если  .
Теорема 4. Для  при   имеет место соотношение

Где  ,   .
На основании тождества Эйлера для   – функции и тождества Дирихле для  L-функций напишем:

Возьмем произвольное простое число р. Пусть  . Тогда для данного р будем иметь:
;
;
2)  ;  ;
Здесь коэффициенты   представляют собой число решений уравнения  в целых неотрицательных числах x,  y;   .   
3)  (т.е.   );     ,    .
Отсюда, беря сначала производные по всем  , а затем переходом к пределу при  (см. §3 гл.II), получим бесконечное произведение по всем простым числам: 

Прежде всего из (1-3) видно, что все коэффициенты  . Далее, для все «четных» слагаемых   во всех трех случаях соответствующие коэффициенты были   ; следовательно, коэффициенты при   также будут   , т.е.  .
Теория L-функций Дирихле (в некоторых чертах сходная с теорией   ) в настоящее время представляет собой глубоко развитое направление аналитической теории чисел, имеющее многочисленные приложения. 


[bookmark: _Toc68376024][bookmark: _Toc70674726][bookmark: _Toc136119447]4. распределение простых чисел в натуральном ряде и некоторых других последовательностях

Рассматривая натуральный ряд чисел 1,2,3,…, видим, что простые числа располагаются весьма сложным образом. Указать какую-либо закономерность в их распределении не удается. Неизвестны, например, удобные для практики точные формулы для любого n-го простого числа или формулы для подсчета количества простых чисел, не превосходящих данной границы  . Однако легко заметить, что по мере удаления от начала ряда простые числа встречаются все реже и реже. Можно даже указать в натуральном ряде промежутки какой угодно длины, не содержащие ни одного простого числа. В самом деле, зададимся произвольным N и запишем отрезок натурального ряда из следующих N чисел:

Ни одно из них не является простым, т.к. первое делится на 2, второе на 3, и т.д., последнее на  .
Как уже указывалось, количество простых чисел, не превосходящих заданной границы , обозначается через  . Напр.,  ,  ,  ,  . Можно записать также  ; это одна из важнейших теоретико-числовых функций. 
Согласно теореме Евклида (§1, гл.I) при    . Следующий существенный шаг в изучении функции   был сделан лишь в 1850г. Русским математиком П.Л.Чебышевым; он доказал утверждение:
Теорема /Чебышев/. Существуют две постоянные a и b,  ,  , такие, что для всех   выполняются неравенства  
Из неравенств Чебышева довольно просто получаются такие следствия:
1. Оценка r-го простого числа. Существуют константы c, d,такие, что для r-го простого числа выполняются неравенства

1. Расходимость ряда. Ряд из величин, обратных простым числам, т.е.  , расходится.
1. Постулат Бертрана. Для любого  в промежутке  содержится хотя бы одно простое число. Доказательство неравенств Чебышева и
различные следствия из них излагаются в обстоятельной книге проф. А.А.Бухштаба «Теория чисел»,  (1), гл.35.
П.Л.Чебышев получил для a и b значения   ; . Эмпирические результаты Лежандра, Гаусса и других математиков приводили к мысли, что при  в качестве констант a и b могут быть взяты числа, как угодно близкие к 1, т.е. возник вопрос о существовании предельного равенства.

И действительно, в 1896 г. Независимо друг от друга Ж. Адамар и Ш. Валле-Пуссен , применяя методы ТФКП, доказали  асимптотический закон распределения простых чисел:
 при             (1)
Впоследствии были получены более точные формулы для ; приведем одну из них:
 ,            (2)
где  – некоторая константа. Запись ,  , означает, что   при значениях x, достаточно близких к заданному пределу;   - некоторая константа. Напр., если  , то указанное неравенство выполняется при достаточно больших x. В частности, символ 0(1) означает ограниченную функцию.
Формулы (1) и (2) были получены благодаря глубокому изучению на комплексной плоскости аналитических свойств дзета-функции Римана, определяемой при    рядом (см. гл. II):
  ,   
Студентам предлагается ознакомиться с методом доказательства асимптотического закона распределения простых чисел.
Вводится вспомогательная функция Чебышева

Тесно связанная с функцией  ; из асимптотической формулы для   можно получить асимптотическую формулу для   . С помощью одной теоремы из теории рядов Дирихле функция   сводится  
к комплексному интегралу вдоль отрезка с концами     :
        (3)
 ,   ,   ,  – остаточный член ( ).
В главе II, §4, было получено аналитическое продолжение функции  в область   , кроме точки  , в окрестности которой имеем разложение
,
отсюда следует разложение

Затем исследуется область, свободная от нулей  . Как доказал Ш. Валле-Пуссен, при подходящей константе   в области  
      (4)
функция  не обращается в 0. Выбираем теперь замкнутый прямоугольный контур, лежащий целиком в области (4) и содержащий внутри себя полюс  - точку   . Правая сторона этого прямоугольника и есть отрезок с концами   ,   .
Интеграл (1) вычисляем по теореме о вычетах; подынтегральная функция аналитична в этом прямоугольнике и на его контуре, за исключением точки  , где имеет простой полюс с вычетом х. Используя соответствующие оценки для модуля вдоль контура, получим
,         (5)
откуда уже легко доказывается асимптотический закон распределения простых чисел в форме (1) или, при более точных вычислениях, в виде равенства (2).
В частности, применяя интегрирование по частям к главному члену равенства (2), для любого натурального m получим
,
т.к.

для любого  и .
Дальнейшее улучшение остаточного члена в (5) (следовательно, и в (2)) связано с исследованием нулей  в «критической полосе», т.е. в области ; это одна из труднейших проблем математики.
Риман высказал предположение о том, что все комплексные нули  в этой полосе располагаются на прямой  . Эта знаменитая гипотеза Римана до сих пор не доказана и не опровергнута. Вычисления на ЭВМ показали, что первые 3,5 миллиона нулей (расположенных в порядке роста модулей) действительно лежат на прямой  .
Перейдем теперь к более общей проблеме – распределению простых чисел в различных других числовых последовательностях, и в первую очередь – в арифметических прогрессиях. Прежде всего здесь также возникает вопрос о количестве простых чисел в произвольной арифметической прогрессии   ,    ,   (условие   существенно; в противном случае, очевидно, прогрессия может содержать не более одного простого числа). Этот вопрос был решен в 1897г. Д.Дирихле.
Теорема (Дирихле). Любая арифметическая прогрессия ,  ,   содержит бесконечно много простых чисел.
Для доказательства этой теоремы Дирихле разработал теорию характеров по модулю и L-функций, являющуюся обобщением теории дзета-функции Римана ((4),(10)).
Некоторые частные случаи теоремы Дирихле доказываются легко (по образцу теоремы Евклида). Рассмотрим, например, случай прогрессии с модулем 4 и разностью 3, т.е.
Теорема. Существует бесконечно много простых чисел вида . Предположим, что таких чисел имеется только конечное число, и переименуем их все: . Составим из них натуральное число  ; N не делится ни на одно из простых чисел     и в то же время оно, по предположению, должно быть составным, т.к. имеет вид   (при   ). Следовательно, простыми делителями N могут быть только числа вида  . Но любое произведение из чисел такого вида снова есть число вида  , а не  ; получили противоречие.
Получены также соответствующие результаты о количестве простых чисел в заданной прогрессии, не превосходящих данной границы x:

 Вот одна из асимптотических формул для этой функции, показывающая равномерность распределения (в асимптотическом смысле) простых чисел по всем  арифметическим прогрессиям с разностью  m (m - постоянное,   ):
 ,   
Доказательство этой формулы аналогично доказательству формулы (2) и опирается на исследование распределения нулей функции  в области вида (4) и соответствующие оценки модуля  в этой области (см., напр., (9), стр.113-131).
Члены арифметической прогрессии представляют собой значения линейной функции 
 при   . Проблемы, касающиеся распределения простых чисел в других, более сложных последовательностях, напр., среди значений многочленов степени    
 ,    ,
  где  – целочисленные коэффициенты,  - чрезвычайно сложны и пока почти не разработаны. Неизвестно даже, конечно или бесконечно множество простых чисел, являющихся значениями квадратного двучлена   ,    
Известны также «элементарные» доказательства асимптотического закона распределения простых чисел и теоремы Дирихле; см.(9) (доказательства, не опирающиеся на ТФКП, в теории чисел принято называть элементарными – в отличие от аналитических, где применяются методы ТФКП – так что такое название еще не говорит о простотк рассуждений).
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[bookmark: _Hlk135325302]Человечество всегда сталкивалось с проблемами неразрешимости каких - либо задач и искало, иногда успешно, иногда нет, пути их решения. Например, в математике, для того чтобы любое уравнение имело корни, положительных чисел оказалось недостаточно и за два века до н.э. китайскими математиками были введены отрицательные числа. Отрицательные числа помогли описывать единым образом изменение величин.
Для решения уравнений вида потребовалось введение дробных чисел. Известно, что за два тысячелетия до н.э. в Древнем Египте и Древнем Вавилоне уже применялись дроби. 
Вообще математики XVI в. и следующих поколений вплоть до начала XIX века относились к комплексным числам с явным недоверием и предубеждением. Они считали эти числа «мнимыми» (Рене Декарт), «несуществующими», «вымышленными», «возникшими от избыточного мудрствования» (Д. Кардано). Г. Лейбниц называл эти числа «изящным и чудесным убежищем божественного духа», а считал символом потустороннего мира (и даже завещал начертать его на своей могиле).
Многие ученые этого периода пытались интерпретировать комплексные числа на прямой линии и применять к таким понятиям, как например, температура, время и др., не требующим плоскостного изображения.
Позднее, Л. Эйлер (1707 - 1783) ввел в математику символ , где ( - это первая буква латинского слова imaginarius, что значит «мнимый», «воображаемый») .
Также Л. Эйлером была выведена формула , которая впоследствии была названа его именем, хотя до Эйлера этой формулой владел английский математик Р. Котес (1682 - 1716) [35]. Эта формула позволила:· доказать периодичность экспоненциальной функции;· вывести логарифмы комплексных чисел.
Более строгую теорию нового множества чисел, которые были названы комплексными, развил немецкий ученый Карл Гаусс (1777 - 1855), который также дал их геометрическое толкование, позволившее преодолеть многие трудности в их понимании. Хотя до Гаусса геометрическое толкование встречается у датского землемера К. Веселя (1745 - 1818) и французского математика Аргана (1768-1822). К. Гаусс в 1831 году дал глубокое обоснование комплексных чисел и их приложений в математике. После того как появилось наглядное геометрическое изображение комплексных чисел с помощью точек плоскости и векторов на плоскости (Гаусс в 1831 г, Вессель в 1799 г, Арган в 1806 г), стало возможным сводить к комплексным числам и уравнениям для них многие задачи естествознания, особенно гидро- и аэродинамики, электротехники, теории упругости и прочности, а также геодезии и картографии. С этого времени существование «мнимых» или комплексных чисел стало общепризнанным фактом, и они получили такое же реальное содержание, как и числа действительные.
В XIX веке О. Коши (1789-1857), Г. Риман (1826-1866), и К. Вейерштрасс (1815-1897) на базе комплексных чисел создали новую математическую дисциплину - теорию функций комплексного переменного, которая играет важную роль в современной математике .
С развитием науки и техники становилось все более ясным, что без комплексных чисел нельзя обойтись во многих практических делах. Широкое применение нашли комплексные числа в электротехнике, гидродинамике, картографии, в теории самолета и многих других отраслях. Большой вклад в развитие теории функций комплексного переменного внесли российские и советские ученые: Р.И. Мусхелишвили занимался ее приложениями к теории упругости, М.В. Келдыш и М.А. Лаврентьев - к аэродинамике и гидродинамике, Н.Н. Боголюбов и В.С. Владимиров - к проблемам квантовой теории поля. Сейчас трудно указать область физики, механики, технических дисциплин, где не применялись бы комплексные числа.
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