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Введение.
Актуальность темы. Данная тема актуальна тем, что поможет углубленно изучить все плюсы, а может быть и минусы применения Эйлеровых интегралов.
Цель исследования. Целью является обработать и изучить имеющуюся информацию по данной теме, а и в дальнейшем накопить эти знания. Изучить самой задачи с примирением интегралов Эйлера. 
Чтобы достичь поставленные выше мною цели нужно выполнить 4 главных задач.
Задачи исследования.
1) Изучение истории терминологии и понятий.
2) Разграничить гамму и бету функций. 
3) Изучить теорию Эйлера.
4) Изучить области, в которых применяется метод Эйлера.
Объект исследования. Вычисления интегралов при помощи интегралов Эйлера.
Методы исследования.
1) Анализ научной литературы.
2) Объединение полученных знаний.
3) Полное обобщение всех изученных материалов и знаний.
Новизна исследований. Провести изучение интегралов Эйлера в разных отраслях и вывести всю специфику его действий. 
Работа состоит из 3 глав заключения и списка используемой литературы. Различные вспомогательные указатели в виде формул интегралов. Значимость данной темы работы заключена в систематизации материала.
Во введение показано актуальность, цели, задачи, методы и объекты исследования.
Глава 1 раскрывает всю сущность понятий бета- и гамма-функций как интегралы Эйлера.
 Глава 2 раскрывает нам всю последовательную связь между бетой- и гаммой-функциями. Ещё тут же раскрываются такие методы как, метод дополнения и метод Эйлера.
Глава 3 показывает нам более практический характер, в ней раскрывается как же решать задачи методом Эйлера.
В заключение подводятся итоги всех изученных материалов и проведенных в ходе разборки данных.
В списке используемой литературы описываются все материалы из справочников, учебных пособий и монографий.
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Глава 1. Основные сведения о теории Эйлера


Прежде чем начать раскрывать тему Эйлеровых интегралов, нужно понять, что это такое и кто их создал. Интегралы Эйлера- универсальная и известная интегральная формула, которую очень часто используют в том или ином анализе.
Эйлеровы интегралы позволяют нам решать всевозможные задачи, которые связаны напрямую с определением интегралов.
Кто же создал эти интегралы?
Леонард Эйлер родившейся 15 апреля 1707 года в городе Базель, Швейцария. Позже он станет известным швейцарским, прусским и одновременно русским математиком, физиком механиком.
Леонард Эйлер- Человек, который внес множество новых математических разделов, которые стали изучать, например, такие предметы, как тригонометрия, логарифмы, физика.
Леонард Эйлер В 1734 году обозначил такую функцию как f(x).
В 1748 году он сделал обозначения функций tgx.  
Ему принадлежит знаменитый шеститомный курс математического анализа. «Введение в анализ бесконечно малых», «Дифференциальное исчисление» а также «интегральное исчисление». По этим известным трилогиям, долгое время преподавали и обучали.
Л.Эйлер своими трудами внес в клад в разные отрасли науки такие как: математика, астрономия, физика.
Не все знают, но до того, как Л. Эйлер связал вместе теорию чисел, алгебру, тригонометрию и анализ в одно единое, другие ученые проводили изучение, рассмотрение этих дисциплин порознь.
Теперь давайте разберем, что же такое анализ в учебном процессе и что к нему относится:
1 Дифференциальное интегральное исчисление.
2 Теория рядов и многомерные интегралы.
3 Векторный анализ.
При изучение математического анализа одним из важнейших пунктов, становится решение задач, которые всесторонне возникают в различных областях как научных и технических дисциплин. Для решения таких задач появились специальные методы, где интегралы Эйлера заняли особое место в различных нишах.
Эйлеровы интегралы — это интегралы, которые возникают в результате решения некоторых уравнений. Применение таких интегралов сильно пошло распространение в сфере механики и физики, математике.
Можно вывести вывод, применение эйлеровых интегралов является главных инструментом, в разных дисциплинах. Использования интегралов Эйлера помогает значительно ускорить процесс при решение сложных задач, а также гарантировать точные результаты.

К эйлеровым интегралам относятся так называемые бета- и гамма-функции Эйлера.
Гамма-функция относится к числу самых простых и значимых функций, используя ее можно изучать куча других функций. Бета-функция полностью определяется интегралом.
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Бета – функцией или интегралом Эйлера первого рода     называют интеграл:





= (1.1) 





Данный интеграл представляет собой функцию от двух переменных параметров a и b. Когда эти параметры удовлетворяют условиям a>1, b<1, то интеграл (1.1) будет не собственным интегралом, зависящим от параметров  и ,причём особыми точками этого интеграла будут точки  и 



Данный интеграл (1.1) сходятся при .Полагая,                      получим:




= - =

т. е. данная функция симметрична относительно параметров a   и b. Учитывая, что




используя формулу интегрирования по частям, получим:






Откуда



= (1.2)

При целом b = n последовательно применяя (1.2) получим:


 (1.3)



при целых = m, = n, имеем




но B (1,1) = 1, поэтому:


 (1.4) 



Считаем, что в (1.1) . Так как график функции симметричен относительно прямой , то





и после подстановки , имеем:






                Заменяя в (1.1) , откуда , получим 


 (1.5)

Полагаем в формуле (1.5) b = 1 – а, считая, что 0<а <1, мы    найдем:


B (a, 1 – а) = .

Полученный интеграл также носит имя Эйлера. Вычислим   его.

Разобьем интеграл на два интеграла: I = = I1 +   I2, вычислим их по отдельности.

Для 0 <у <1 получим разложение в ряд ,




он сходится равномерно только, если 0 <  у  1– ' <1. Но частичная сумма имеет интегрируемую в [0, 1] мажоранту



0  ,

Поэтому интеграл от нее сходится равномерно (как при у = 0,     так и при у = 1). Интегрируя почленно, получим:



I1 =  = .


Интеграл I2 подстановкой  приводим к виду






Применим разложение , найдем: I2 = .
Таким образом:

I = I1 + I2 = [image: ] + [image: ] (1.6)




Данное выражение представляет собой разложение на простые   дроби функции . В итоге получаем:  = .

Значит, В (а, 1 – а) =  (0 <а <1). (1.7)

Если, например, взять а = 1 – а = , то получим:




В (;) = . (1.8)

Бета-функция очень просто выражается через другую функцию, которую мы рассмотрим в следующем разделе.
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Сейчас разберем и ответим не вопрос, что же такое гамма-       функция?
Интеграл Эйлера второго рода или же гамма-функция, отнесена в число простейших и в то же время значимо-специальных функций. При применение данной функции мы сможем изучить и другие функции, такие как геометрические.
После того как гамма-функция была введена, это дало толчок к расширенным возможностях направленным на вычисление интегралов.
Интегралы Эйлера по сути — это просто хорошо изученные не элементарные функции.
Интеграл гаммы-функции Эйлера получил название от    Лежандр, интеграл выглядит следующим образом:


Г(а) = , (2.1)









Этот интеграл сходится при любом а> 0, так как особые точки ¥ и 0 (при а <0). существует лишь при а> 0 (бесконечно малая порядка а – 1 по отношению к ). существует, каково бы ни было а, так как, взяв > 1, имеем:  =   0 при .

Значит, существует при а> 0. 


Интеграл (а) =  определяет гамма-функцию.

Гамма-функция, наравне с элементарными, является одной из важнейших функций для математического анализа и его приложений. Глубокое изучение свойств гамма-функции, исходя из ее интегрального определения (2.1), служит примером применения теории интегралов, зависящих от параметра. Положим в формуле (2.1) х = , найдем:




(а) =  = =



= = –  = .




Как известно,  =, причем выражение  при возрастании n стремится к своему пределу, возрастая. В таком случае, на основании предельного перехода под знаком интеграла, оправдано равенство: Г (а) =.
Если сделать подстановку z = yn, получим:



Г (а) =  =  =


= =


Но, согласно формуле (1.3):
[image: ] = В (а) = [image: ].



Итак, мы пришли к знаменитой формуле Эйлера-Гаусса:


Г (а) = (2.2)

Свойства гамма-функции будут получены из ее интегрального представления (2.1).
Гамма-функция стала служить примером для применения теорий интегралов, которые зависят о параметре. Так же эта функция стала одной из важных функций, которые направлены на математический анализ.
  Рассмотрим поведении функции Г (а) при возрастании а от 0 до .
     Из  формул (2.7) и (2.8) имеем: Г(1) = Г(2) = 1, поэтому по теореме Ролля, между 1 и 2 должен лежать корень а0 производной Г'(а). Эта производная постоянно возрастает, ибо вторая производная Г''(а), как видно из ее выражения (2.4), всегда положительна. Значит, при 0 < а < а0 производная Г'(а) < 0, и функция Г(а) убывает, а при а0 < а < будет Г'(а) > 0, так что Г(а) возрастает; при а = а0 у функции минимум, равный:
     а0 = 1,4616…, min Г (а) = Г (а0) = 0,8856.
     Рассмотрим предел для Г (а) при приближении а к 0 или к . Из формул (2.7) ясно, что Г (а) = при а . Но, ввиду (2.8)
     Г (а) > n!, лишь только а > n + 1, то есть Г(а) и при а .
      Построим график гамма-функции при a>0  

      Равенство , справедливое при a>0, можно использовать при доопределении гамма-функции на отрицательное значение а.
              Определив таким образом гамма-функцию на интервале (-1 ;0), мы можем по  той же формуле продолжить ее на интервал (-2,-1). На этом интервале продолжением гамма-функции окажется функция, принимающая положительные значения, а в граничных точках при , а также при   значения функции устремляются к +. Продолжая этот процесс, определим гамма-функцию, имеющею разрывы в целочисленных точках а = - к для к = 0; 1; 2;…
      Отметим еще раз, что интеграл
      
определяет  гамма-функцию только при положительных значениях a, продолжение на отрицательные значения параметра а осуществлено нами формально с помощью формулы приведения.
       Учитывая эти результаты, можно построить график гамма-функции для всех значений а.







 1.3 Процесс интегрирования с помощью метода Эйлера
Математический анализ содержит в себе большое множество разного материала, одна из главных и важных тем этой науки является подстановки Эйлера, которые вычисляют интегралы.
Подстановки Эйлера имеют больше теоретическое значение.
Чтобы решить интеграл таким способом, нам понадобиться таблица неправильных интегралов.
У нас есть функция от x и   из чего выходит 
Далее нам следует найти неопределённый интеграл этой функции 
 .
В чём же суть подставок Эйлера, можно выделить несколько правил.
1. Если a>0 то интеграл имеет вид  после подставки выглядит:  

2. Ecли c>0  то интеграл имеет вид  после подставки выглядит: 
3. Еcли   имеет корни то есть   тогда интеграл получит вид  
Подставки Эйлера имеют являются полезными для интегрирования рациональных и не рациональных функций, однако их использования зачастую будет выглядеть грамостско   из-за чего будет сложно что-либо понять 
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После тщательной разборки каждого интеграла по отдельности мы можем плавно перейти к их совместной связи.
Для того чтобы установить связь между бета-функцией и гамма-функцией, нам необходимо подставить в формулу x = ty (t>0) в формуле (2.1) и на выходе мы получаем следующий результат:



Г (а) =  =  =



=  =  = .


После чего мы сможем все части это равенства умножить на , в итоге мы получаем:


. (2.9)

Так же мы проведем изменения одновременно заменим a на a+b и t на 1+t в итоге получим:



 = .

После чего мы можем снова умножить части неравенства на  ta-1 и полностью проинтегрировать по t от 0 до∞:



Г (a+b)  = .
Слева в интеграле занимает место функция В (а, b), справа мы можем переставить интегралы. После чего сможем получить следующий результат:





Г (а+b) В (а, b) =  =  =  =  = Г (а). Г (b).

По итогу у нас получается:

Г (а+b) В (а, b) = Г (а). Г (b), откуда, 


В (а, b) = . (2.10)

Исходя из вышесказанного мы можем сделать вывод: соотношение Эйлера полностью принадлежит Дрихле. Однако при этом нужно будет оправдать перестановку интегралов для обоснования. Сначала мы можем предположить, что а> 1, b > 1
Из этого вытекает функция  ta-1 ya+b-1 e-(1+t)y в которых выполнены условия следствий интегрирования интеграла по параметру.

В результате мы получаем непрерывную функцию, которая к тому же является положительной для ,  при этом интегралы:



 = Г (а + b)

 = Г (а) yb-1 e-y



в свою очередь представляют собой непрерывные функции: первый – от t для t0, второй – от у для у0. Ссылка на упомянутое следствие оправдывает перестановку интегралов, а с нею и формулу (2.8) – для случая а> 1, b > 1.
Если же известно лишь, что а > 0 и b > 0, то – по доказанному – имеем


В (а+1, b+1) = 

[bookmark: _Toc37771751]А отсюда, используя формулы (1.2), (1.3) приведения для функции В и (2.5) для функции Г, легко вновь получить формулу (2.10) уже без ненужных ограничений.
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Если в формуле (2.10) положить b = 1-а (считая 0 <а <1), то, используя формулы (1.6) и (2.7), получим соотношение:
[image: ][image: ]= Г(а) Г (1-а)
[image: ][image: ]
[image: ][image: ]


Эта формула называется формулой дополнения. При  находим (так как Г(а)>0)



Г (). Г (1–) =  (2.11)
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 Эйлер изучал труды р Котса, они смогли его заинтересовать одной формулой.
Эйлер пытался посчитать значение неизвестного, а после построить график для выражения. Однако у него с этим возникли проблемы, и у него не получилось это сделать.
Формула Эйлера смогла выразить через тригонометрические функции экспоненту, при этом обратно её преобразовал. Её цель – это заслужить для замены изменения знака перед минусом.
В результате всех изменений мы на выходе получаем гиперболические синусы и косинусы.
Все формулы значительно сильно помогают сократить расчеты.
Также нам еще известно тождество Эйлера, которое получило своё название лишь после его смерти.
Формулы Эйлера смогли связать между собой разные разделы математики, физики и техники, также с их помощью мы можем делать быстрее расчеты и получить более точные результаты.
В качестве применения формулы дополнения определим величину произведения (где n – любое натуральное число)





Е = Г () Г () … Г () Г ().

Запишем это произведение в обратном порядке





Е = Г () Г () … Г () Г (),

перемножим оба выражения:


Е2 = 

и к каждой паре множителей применим формулу дополнения. Мы получим:



Е2 =  = .

Теперь для вычисления произведения синусов рассмотрим тождество:
[image: ] = [image: ]

и устремим в нем , получим:


n = 

или, приравнивая модули:



n =  =  =


=  =  =




=  =  = 2 sin = 2 n-1 ,

получили



 = .

Подставляя это выражение для Е 2, окончательно получаем:



Е =  = . (2.12)


Г2 () = ,


Г () = . (2.13)


Если в интеграле  сделать подстановку z= x2, то получим значение интеграла Эйлера-Пуассона:






 =  =  = 2  = .
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1.Вычислить интеграл вероятности .
Решение.

В силу чётности функции  интеграл вероятности можно представить в виде:


.

Сделав в этом интеграле замену t = x2, получим следующий интеграл: 


 

В дальнейших вычислениях используем формулы:





Г()


Вычислить интегралы:
1)[image: ]
[image: ]



1
￼4)[image: ]
[image: ]







3.1 Уточненный метод Эйлера
При численном решении обыкновенного дифференциального уравнения методом Эйлера на каждом шаге возникает ошибка из-за замены дуги графика функции отрезком касательной. На последующих шагах эта ошибка накапливается, что хорошо видно в разобранном примере. Следует ожидать, что шаговая ошибка окажется меньше, если при получении очередного значения неизвестной функции использовать не одно предыдущее значение, как это делается в методе Эйлера, а два. Проинтегрируем обе части равенства по промежутку 
                               
В ряде случаев дифференциальное уравнение можно преобразовать к виду, в котором старшая производная выражена в явном виде. Такая форма записи называется уравнением, разрешенным относительно старшей производной (при этом в правой части уравнения старшая производная отсутствует):
Решением обыкновенного дифференциального уравнения называется такая функция y(x), которая при любых х удовлетворяет этому уравнению в определенном конечном или бесконечном интервале. Процесс решения дифференциального уравнения называют интегрированием дифференциального уравнения.
Исторически первым и наиболее простым способом численного решения задачи Коши для ОДУ первого порядка является метод Эйлера. В его основе лежит аппроксимация производной отношением конечных приращений зависимой (y) и независимой (x) переменных между узлами равномерной сетки:
где yi+1 это искомое значение функции в точке xi+1.
Точность метода Эйлера можно повысить, если воспользоваться для аппроксимации интеграла более точной формулой интегрирования - формулой трапеций.
Данная формула оказывается неявной относительно yi+1 (это значение есть и в левой и в правой части выражения), то есть является уравнением относительно yi+1, решать которое можно, например, численно, применяя какой-либо итерационный метод (в таком виде его можно рассматривать как итерационную формула метода простой итерации).
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Дифференциальным уравнением первого порядка названы уравнением следующего вида F(x,y,у’) =0 или у’=f(x,y). Функция y(x), в итоге при обращение уровненные в тождество это решение мы называем дифференциальным.
Сейчас приведем несколько примеров которые помогут э понять, что же такое и как решать дифференциальные уравнения у’=f(x,y).
Так же сейчас мы посмотрим на два варианта, которые выводят расчетную формулу.
Интегрирование уравнений движения

Интегрирование уравнений движения, а физике.
Мы знаем, что сила равна произведению массы на ускорение.
F=ma
Мы можем преобразовать упражнения после чего нам станет ясно, что ускорение, равно или деленной на массу. При этом всё логично, и мы с детства знаем, что тяжелые объекты будет трудно бросать.
A=F/ma=F/m
Ускорение — это темп изменения скорости от времени:
Dv/dt=a=F/m
Аналогично, скорость — это темп изменения позиции от времени:
Dx/dt=v
Это значит, что если мы знаем текущие позицию и скорость объекта, а также приложенные к нему силы, то сможем проинтегрировать, чтобы найти его позицию и скорость в определённый момент времени.
Численное интегрирование
Если вы не изучали дифференциальные уравнения в вузе, то можете вздохнуть спокойно — вы почти в такой же ситуации, что и те, кто их изучал, потому что мы не будем решать дифференциальные уравнения аналитически. Вместо этого мы будем искать решение численным интегрированием.
Давайте всё-таки разберём как же действует численное интегрирование 
1. Исходная позиция 
2. Небольшой шаг вперед для поиска скорости в будущем 
3. После повторим это 
На каждом последующем шаге мы сразу видим и скорость объекта и позицию. Это и называется численное интегрирование.
Явный метод Эйлера, это такой вид интегрирования, который мы только что использовали.  
Интегрирование Эйлера — это простейшая техника численного интегрирования. Она точна на 100% только когда темп изменений в течение шага времени постоянен.

           












3.3Численное решение задачи Коши методом Эйлера.
Сейчас мы разберем и рассмотрим численное решение задачи Коши.
                       y0 (t) = f (t, y(t)), y(t0) = y0 (3.1)
Установим последовательность точек например: t0, t1, t2,- их мы будем считать расположенным шагом h, из этого выходит, что 

Представим, что y(t)-это гладкая функция она бы лежала в ряд Тейлора из чего и вытекает:
…...
Сейчас мы оборвём ряд в одной определённой точке, из чего мы получаем метод численного интегрирования при использовании ряда Тейлора.
Так же мы можем оборвать этот ряд после второго члена разложения. Мы получаем метод Элера, его мы записываем в следующем виде: 
                            
Сейчас мы рассмотрим одну из задач Коши в виде примера:
                            
Которая имеет точное решение, а именно такое как:
                             
Теперь мы, используя шаг как h=0.25 решим численно уравнение:
                           
                           
                           
Так же мы можем решить снова это же уравнение, но при этом взять за основу h=0.25, и мы тогда сможем получить:
                         
                         
                         
                         …..              …..
                         
                         …..             …..
                         
Что мы теперь тут видим? Нам становиться видна глобальная ошибка в точке t, а конкретно: t=2 стала теперь равна Теперь разберём, что будет если уменьшить шаг вдвое (h=0.25) на выходе мы получим:
                                        
                                        …..          …..
                                        
                                        …..          …..
                                        
Глобальная ошибка в точке t = 2 теперь равна E16 = 0.008452515. Анализируя поведение глобальной ошибки при уменьшении шага, можно заметить, что при уменьшении шага вдвое глобальная ошибка также уменьшается примерно вдвое.
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После всех решений и исследований мы можем подвести итоги всей дипломной работы и прейти к выводу, что поставленные задачи были выполнены в полном объеме.
Мы смогли выяснить что труды Эйлера несут за собой главную функцию, такую как развитие науки в разных областях.
Мы познакомились с бетой- и гаммой-функциями, они служат нам для решения некоторых интегралов, которые в элементарных функциях просто непросто не представлены.
Существует таблица в которых подробно расписаны все вычисления гамма-функции.
Также разные типы интегралов можно с легкостью выразить через гамма-функцию.
Гамма-функцию часто используют для решения задач связанных с вычислением объемов и площадей.
Эйлеровы интегралы применяют в математике и других отраслях современной науки.
В работах Эйлера  мы видим разные мысли связанные с математическими действиями. При вычисление дифференциального уравнения методом Эйлера мы сможем получить приближенные знания.
Интегралы Эйлера-являются инструментом в решение других более сложных интегралов. Однако при этом иногда возникают проблемы при подборе переменной.
В результате выполнения дипломной работы много было показано, математические решения и примеров на основе интегралов Эйлера.
Также в процессе изучения и написания мною было проведены анализы численных методов. В ходе этого изучения можно понять что метод Эйлера более упрощение для реализации точности результатов.
В результате изучения разных источников, мы получили анализ, который дает нам право заключить итог данной дипломной работы то, что интегралы Эйлера в первую очередь служат нам для облегчения решения различных задач. 
Также в этой работе мы смогли увидеть примеры применений интегралов Эйлера для решения задач на практике.
Исходя из всего вышесказанного с уверенностью сказать, что поставленные мною цели и задачи в начале в полной мере были расписаны и изучены.
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